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Caracteritzant els codis de Gauss:
nomes cal girar la cantonada

LLUiS VENA

Resum: Aquest document esta dedicat a la historia, les motivacions i algunes solu-
cions al problema dels codis de Gauss.

Una corba tancada al pla pot contenir punts d’autointerseccid; en suposem un
nombre finit, suposem els talls no tangencials i suposem que la corba recorre cada
punt del pla un maxim de dos cops. Si etiquetem els punts de tall amb simbols diferents,
triem un punt a la corba, un sentit, i, en recorrer la corba, anotem la seqiiéncia de
simbols que anem trobant, aleshores generem una paraula que s’anomena genéricament
codi de Gauss.

El problema dels codis de Gauss és el de caracteritzar quines son les possibles
paraules generades per corbes al pla. Com veurem, les solucions al problema demanen
girar la cantonada.

Paraules clau: codis de Gauss, paragraf de Gauss, caracteritzacio alternativa, cercles
de Seifert.

Classificacio MSC2010: primaria: 05C10; secundaria: 57M15, 57M25.

1 Introduccio

1.1 Una mica d’historia i presentacio del problema

Després de la mort de Gauss 'any 1855, i degut a la importancia dels seus
descobriments, es va decidir de preservar el seu llegat. En ’apartat matematico-
literari aquest constava d'una substancial biblioteca i manuscrits variats. Des-
prés de catalogar-la, la seva biblioteca personal es va integrar en la de la
universitat —amb I'excepcié d’aquells volums que contenien nombroses anota-
cions, que es van classificar com a manuscrits. També es va decidir publicar
les seves obres completes; aix0 incloia tant els treballs ja publicats (el primer
volum de les obres completes esta dedicat al Disquisitiones arithmeticae), com
d’altres manuscrits, notes, cartes, fulls solts i quaderns que Gauss havia escrit.
La tasca d’editar les obres completes va recaure en Ernst Schering, professor
de la Universitat de Gottingen i deixeble de Gauss [7].
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Schering era un matematic versatil amb coneixements en diferents arees de
les matematiques. Aixo li va permetre d’editar, fins a la seva mort ’any 1897,
sis volums dels treballs complets de Gauss que van ser publicats entre els
anys 186311874 [9, 10, 11, 12, 13, 14]. La resta de volums, fins a completar
la dotzena [15, 16, 17, 18, 19, 20], van ser editats per Fricke (analisi), Stackel
(geometria), Borsch i Kruger (material geodesic), Wiechert (fisica matematica),
Galle i Geppert, entre d’altres. Brendel, Schlesinger i Klein van prendre el rol
d’editors generals per coordinar la tasca en aquesta segona etapa després de la
mort de Schering.

Deixant de banda les dificultats inherents a 1’edici6 de treballs no sempre
completament finalitzats, en el cas de Gauss s’hi han d’afegir: la manca de dates
a molts manuscrits, la gran varietat de formats (llibretes, quaderns, papers
solts, anotacions profuses a llibres), aixi com la diferéncia en la presentacio:
tot i que alguns dels manuscrits estan escrits amb lletra clara, d’altres costen
més d’entendre i desxifrar.

Després de diverses vicissituds (mort de Schering el 1897, Brendel fou dos
anys presoner de guerra a Franca durant la Primera Guerra Mundial, mort de
Klein I'any 1925), els treballs complets de Gauss, dotze volums en total, amb
alguns d’ells publicats en diverses parts, es van acabar de publicar I'any 1933.
Cal fer notar que la numeraci6é dels volums i les parts no segueix estrictament
un ordre cronologic, una dada que indica les dificultats de la tasca.

Nachlass: Zur Geometria Situs. En el volum VIII de les obres completes [16],
entre les pagines 271 i 286, apareixen, agrupades sota el titol geneéric de
Geometria Situs, dues parts dedicades al que avui anomenem teoria de nusos.
Adquestes parts, que van ser editades per Stackel, duen per subtitols: [I.] Zur
Geometria Situs i [IL.] Zur Geometrie der Lage, fiir zwei raumdimensionen. La
primera part consta de diverses notes trobades en un quadern i presumiblement
escrites entre els anys 1822 i 1840 (no estan datades); la segona part va
ser escrita I'any 1844.

En la primera part, [I.] Zur Geometria Situs, es consideren diverses maneres
de descriure la representacié plana d’'un nus o d'una corba tancada al pla
i s’hi tracta el nombre de rotacié de les diferents regions en que la corba
subdivideix el pla, aixi com maneres de calcular-lo usant la informaci6é que ens
proporcionen la corba i els seus punts d’autointerseccio.! A la segona nota
de la part I hi ha una referencia al peu de pagina on es menciona el problema
tractat a la part Il i que esta datada el 30 de desembre del 1844.

En la segona part, la titulada [I.] Zur Geometrie der Lage, fiir zwei raumdi-
mensionen, Gauss introdueix el problema al qual dediquem la resta de l'article
i que queda especificat en la qiiestié 1 d’aquest treball. Les qiliestions 2 i 3 s6n
reformulacions alternatives del problema.

1 El nombre de rotacié d’'un punt del pla respecte d’'una corba tancada és el nombre de cops
que la corba encercla el punt.
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El problema dels codis de Gauss. Sigui y una corba tancada, al pla, amb
un nombre finit de punts d’autointerseccio; usarem n per denotar aquest
nombre. En aquests punts la corba es talla de manera no tangencial. Assignem,
a cada punt d’'interseccio, un simbol d’entre {sq, s2, 53,...} de manera injectiva
(cada punt d’interseccié rep un unic simbol), i seleccionem un punt de la
corba y i un sentit per recorre-la. Recorrem la y i anotem els simbols dels
diferents punts d’interseccié que trobem. Aixo genera una paraula de 27 lletres
en n simbols (vegeu la figura 1 com a exemple). De manera més general, podem
tenir un conjunt de corbes tancades al pla formant un total de n punts de
tall; en aquest cas cada corba genera una paraula de, possiblement, diferent
llargada, i el conjunt de corbes genera un paragraf on cada simbol apareix un
total de dues vegades (2n lletres entre totes les paraules i n simbols en total).
Suposarem que no hi ha corbes isolades i, per tant, no hi ha cap subconjunt
estricte de paraules amb aquestes propietats. Més formalment,

DEFINICIO 1 (CODI DE GAUSS, PARAGRAF DE GAUSS). Un paragraf de Gauss w
de mida n esta format per un conjunt de 2n lletres L = {l,...,l>,}, un con-
junt de n simbols S = {sy,..., sy}, una aplicacié dos-a-u J: L — S que determina
quin parell de lletres correspon a cada simbol, i una aplicacio bijectiva N: L — L
que determina la lletra segiient a w.

Cada orbita de N és una paraula. També demanem que cap subconjunt
de paraules sigui un paragraf de Gauss per si mateix. En el cas de tenir una
unica paraula usem el terme codi de Gauss.

w=abcdbadc

FIGURA 1: Corba representable al pla. El punt inicial esta representat per
una fletxa que, alhora, n’indica el sentit de recorregut.

Dues paraules donen lloc al mateix codi de Gauss si hi ha una bijeccié entre
els simbols tal que els dos conjunts de lletres tinguin el mateix ordre ciclic. El
problema dels codis de Gauss és el segiient:

QUESTIO 1 (PROBLEMA DELS CODIS DE GAUSS). Quines condicions ha de complir
una paraula w de 2n lletres, on cada lletra apareix exactament dos cops (codi
de Gauss), per tal que existeixi una corba tancada y, al pla, que la representi?
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Condicio de Gauss. Després de presentar el problema de quines paraules de
2n lletres en n simbols, on cada simbol apareix 2 cops, son representables
per corbes al pla (qiiestio 1 en aquest treball), Gauss estableix una condicio
necessaria:

PROPOSICIO 2 (CONDICIO DE GAUSS). Siun codi de Gauss no signat és represen-
table al pla, aleshores

entre qualsevol parella de lletres del mateix simbol
hi ha un nombre parell de lletres.

Aquesta condici6 és bastant natural: una repeticié de simbols significa que
podem trobar una subcorba tancada que defineix una regi6é tancada. Sempre
que «entrem» a la regié n’hem de «sortir». Tant si entrem a la regié com si en
sortim tallarem la corba, per aixo el nombre de talls és parell.2 Posteriorment
fa una llista de totes les paraules de 8 lletres o menys (4 simbols diferents,
8 lletres en total) [16, p. 282-283] i veu com aquesta condicio, en aquest cas,
també és suficient. Després examina totes les paraules de fins a 5 parells de
simbols i conclou que la condici6 no és suficient en aquests casos. Troba que
les paraules abcadcedbe i abcadbecde compleixen la condicié de la proposi-
ci6 2, pero amb una simple comprovacié manual podem veure que no tenen
representacio al pla. Aixi, abcadcedbe i abcadbecde son les paraules de menys
simbols en les que la condicio de Gauss no és suficient.?

1.2 Solucions parcials, caracteritzacions i generalitzacions

Nagy [28] va donar una condicié necessaria més general que la condici6 de
Gauss l'any 1927, tot i que no era suficient. No va ser fins 'any 1936 que Dehn
dona la caracteritzacié que veurem més endavant a la secci6 4, i que Read i
Rosenstiehl [29] van completar fins a la forma que presentem en la mencionada
seccio com a teorema 8. Altres autors han donat caracteritzacions en termes
de subestructures prohibides [26], o d’altres variacions i refinaments a la que
presentem a la secci6 4 com ara [4, 30, 31, 32, 1, 2]. En aquest treball donem
una caracteritzacio diferent, de caire més algoritmic, en forma de teorema 16 a
la secci6 5 i que es pot trobar de manera més completa a [38]; d’aquest resultat
en deduim la caracteritzaci6 del teorema 17.

Una primera generalitzacioé del problema, desvelat a la definici6 1, consis-
teix a demanar-se per una caracteritzacio quan considerem paragrafs on cada
simbol apareix un total de dos cops. Volem trobar tantes corbes al pla com
paraules, i que s’intersequin d’acord amb les lletres en comu en talls no tan-
gencials. La caracteritzacio dels paragrafs al pla es pot deduir dels arguments
de la seccio 4; addicionalment, la caracteritzacio de la secci6 5 es pot aplicar
directament a aquest cas.

2 Una demostracié més rigorosa de la proposicié 2 es pot trobar dins la prova del teorema 8 a
la secci6 4.

3 A part dels exemples, Godsil i Royle [21, teorema 17.4.2] donen condicions suficients per tal
que la condici6 de Gauss sigui necessaria quan permetem que la corba sigui immersa en una
superficie orientable qualsevol.
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Un cop obtinguda la caracteritzacio dels codis de Gauss o paragrafs del
cas pla, una pregunta natural és demanar-se per la caracteritzacio dels codis
de Gauss que es poden representar per corbes en una superficie orientable de
genere g. Tot i que determinar el genere minim d’una superficie on el codi
es pugui representar és dificil, hi ha resultats positius si la superficie és
fixada i s’imposen algunes condicions naturals a les immersions de la corba i
que sempre es compleixen en el cas planar [25, 24]. Una altra generalitzacio
consisteix a demanar-se per codis o paragrafs de Gauss on cada simbol pot ser
repetit més de dos cops: en aquest cas, cada punt d’intersecci6 pot ser visitat
més de dos cops de manera no tangencial (vegeu [4, secci6 5] i [3] per a una
solucio en el cas de 2 i/o 3 interseccions).

1.3 Resum dels resultats i organitzacié del treball

Com hem descrit de manera breu anteriorment, en aquest article exposem
dues solucions a la qiiestié 1 que queden condensades en el teorema 8 i els
teoremes 16 i 17 de les seccions 4 i 5. El teorema 8 és la primera caracte-
ritzacié que es va trobar; la demostraci6 original és deguda a Dehn [5] i a
Read i Rosenstiehl [29, 30, 32]; per a aquest article seguim la presentacio [21,
teorema 17.7.1].% El teorema 16 es pot trobar a [38].

Les caracteritzacions del teorema 8 i dels teoremes 16 i 17 tenen similituds
—Iles dues utilitzen una estructura combinatoria auxiliar sobre la qual s’im-
posen restriccions, i aquesta estructura —que és diferent en els dos casos—
s’obté mitjancant procediments conceptualment similars sobre la paraula. Més
concretament:

e En el primer cas, teorema 8, la caracteritzacié ve donada per la planaritat
de I'estructura auxiliar (un diagrama de cordes) més una condici6é que tot
codi de Gauss realitzable satisfa (proposici6 2). Aquesta condicié addi-
cional ens permet refer, pas per pas, els punts de tall sobre I'’estructura
auxiliar sense comprometre’n la planaritat. Amb les modificacions perti-
nents introduides per Rosenstiehl i Tarjan a [33], aquesta caracteritzacio
dona un algoritme que determina si w és una paraula representable al
pla en temps lineal. Addicionalment, en cas de resposta afirmativa, es
construeix una corba que representa w al pla en temps lineal.

¢ En el segon cas, teorema 16, dona directament un procediment que, en
temps lineal, troba una representacié plana, si aquesta existeix, o bé
respon que aquesta no existeix. El procediment depén tinicament d’'una
estructura auxiliar alternativa: el graf d’interseccié d’'una collecci6 de
cercles en una superficie que es poden intersecar tangencialment, també
coneguts com a cercles de Seifert [34]. D’aquest algoritme en podem
deduir el teorema 17, que seria ’analeg al teorema 8.

4 Cal mencionar que altres caracteritzacions com ara les que usen I'estructura de cicles i el
teorema de Mac Lane per a la caracteritzacié dels grafs planars [27, 36] o de subestructures
prohibides en la linia de la caracteritzacio dels grafs planars de Kuratowski [26] precedeixen
I’'argument complet de la presentada com a teorema 8. Per altra banda, també hi ha refinaments
de les idees de Dehn, Read i Rosenstiehl que son posteriors, com ara [4, 31] o [2].
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Com veurem, les caracteritzacions presentades, teorema 8 i teoremes 16i 17,
so6n conceptualment similars en el fet que totes dues «desfan» els punts de
tall (operaci6é explicada en detall a la secci6 3 i resumida en la figura 9) per
tal d’obtenir les mencionades estructures auxiliars. A més, ambdues maneres
de desfer els punts de tall sén les més «naturals» perque desfan els nusos
simplement «girant la cantonada» en arribar a un punt de tall (vegeu la figura 9
i la secci6 3 per a més detalls). A la seccié 6 veurem com la soluci6 al problema
de Gauss també es trobava «girant una altra cantonada», més material que
matematica.

A la secci6 2 presentem els motius que van dur Gauss a considerar aquest
problema i introduim els grafs i mapes auxiliars necessaris per donar les carac-
teritzacions i que ens permetran de donar una altra perspectiva al problema. A
la secci6 3 veiem amb detall les operacions que fem al codi de Gauss per tal
d’obtenir les mencionades estructures auxiliars. Finalment, les seccions 4, 51 6
estan dedicades a donar tres respostes a la qliestio 1.

2 Motivacio, reformulacions, grafs i mapes

2.1 Motivacié6 del problema, codis de Gauss signats

La motivaci6é del problema dels codis de Gauss prové de la teoria de nusos.
Un nus és una immersio de la circumferéncia S! a 'espai tridimensional R3.
Considerem que la circumferéncia esta recorreguda en un sentit determinat i
amb un punt inicial donat.> Dos nusos son equivalents si hi ha una deformacio
continua H(x,t): R3 x [0,1] — R3, tal que per a cada t tenim una immersio
d’una circumferéncia a R3, de manera que, per a t = 0, és el primer nus i, per
at =1, el segon. Si projectem el nus sobre un pla generic de tal manera que la
preimatge de cada punt del pla interseca el nus un maxim de dos cops, aleshores
obtenim una corba tancada al pla amb un nombre finit d’interseccions i cada
intersecci6 és no tangent. Si afegim informacio6 sobre els punts d’autointerseccio
al pla (o punts de tall de la corba) podrem refer el nus. En particular, cal
determinar quina de les dues branques de la circuamferéncia passa per sobre i
quina per sota; usem la convencié que la branca amb coordenada més petita
respecte del pla és la que passa per sota. Aixi doncs, podem veure un nus com
una corba tancada al pla amb la decoraci6 adequada de les branques (quina
passa per dalt, quina passa per baix) als punts d’interseccio.

Si ara volem expressar com és la corba al pla, podem assignar un simbol a
cada punt d’'interseccidé, donar una llista de I'ordre en queé els recorrem (paraula
de 2n lletres) per desplegar els trams de corba entre els punts, i com és la
situacié que ens trobem al punt de tall, o el signe del tall. Si prenem un punt
arbitrari a la corba i un sentit de recorregut, podem parlar del primer i segon
tram de corba que passa per un punt. El primer tram orientat divideix el pla
entre esquerra i dreta (segons el sentit de recorregut). Aleshores, el segon tram

5 També suposarem que existeix un €p > 0, dependent del nus, tal que la interseccio6 entre la
circumferéncia i tota bola de radi € < € té una unica component connexa. També suposarem
que la circumferéncia a R3 té longitud 1.
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pot anar de dreta a esquerra (punt de tall negatiu) o d’esquerra a dreta (punt
de tall positiu). Vegeu la figura 2.

Segona d’esquerra a dreta Segona de dreta a esquerra
Orientaci6 positiva Orientacié negativa

Primera per sota

Primera per sobre

FIGURA 2: Possibles tipus d’interseccions en un nus.

Si assignem un simbol a cada interseccio, **! si passem per sobre, +* si
I’altra branca va d’esquerra a dreta, aleshores podem codificar el nus usant
n simbols, cadascun d’ells repetit dos cops, amb un signe + o cap signe i
un exponent +1 o sense exponent (vegeu, per exemple, la part esquerra de
la figura 3; per aclarir, usem —% o *~! en comptes de no posar cap signe).
Aquesta codificaci6 de la representacié del nus s’anomena codi de Gauss signat
estés. Vegeu la figura 2.5

Aixi doncs, si prescindim dels signes, per a cada nus obtenim un codi de
Gauss. La qiiestio 1 pot ser reformulada de la manera segiient: quins son els
codis de Gauss que provenen d’'un nus? Tot i que és crucial per determinar si
dos nusos so6n equivalents o no, la informacié respecte a si la branca passa per
dalt o per baix és irrellevant en aquest cas. Efectivament, si tallem la branca

6 Si el primer cop que travessem la interseccio la corba passa per sobre, llavors el segon cop
passara per sota (i al revés). Si el primer cop I’altra branca travessa la corba de dreta a esquerra,
el segiient cop la travessara d’esquerra a dreta (i al revés). Per tant, amb la convenci6 que el
primer cop que travessem la intersecci6 codifiquem el pas sobre/sota i el segon cop codifiquem
esquerra/dreta, podem codificar el nus usant n simbols, cadascun repetit dos cops, i amb signe +
0 sense signe.
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(ue passa per sota just abans i just després del punt de tall s i la canviem per
un «pont», obtenim un nou nus amb la mateixa projeccié plana on I'tinic canvi
és el pas sobre/sota de s. Per altra banda, la informacio6 respecte del signe del
punt de tall és rellevant per a aquesta pregunta. En particular, no hi ha cap nus
que ens doni la projecci6 plana amb els signes

[+albcal+b][+c] obé [+all-bl[-cll-all+b][+c], (1)
pero si amb els signes

al+blc[+alb[+c] obé [-all+b][-cl[+all-b][+c],
com, per exemple, el nus trevol (vegeu la figura 3):
[al+b™ T [cl [+a* 1 [b1[+c* o [—a 1 [+b™ 1 [—c 1 [+a™ 1 [-b~ "] [+c*'].

Si prescindim de la informaci6 respecte a si els trossos de corba passen per
sobre o per sota, obtenim un codi de Gauss signat.

o "=y PR Rl )
~ Phd 4
. A _—: ’
] -
b c 0 :x‘c Lk ’?( b
l‘ ‘ —"“' ‘L i' ‘\
v e LA 1
. = " 1
. ] '
‘\~~ ?7 L0 A ;!
~").. 'l' N
~~ * _;(
.
a Xa‘ "
’
[—a 11 [+b ] [—c ] [+a* 1 [-b~ ] [+ct1] [+all-bl[-cl[-al[+b][+c]

FIGURA 3: Nus trévol, punt inicial de recorregut a la fletxa, i codi de
Gauss no pla.

2.2 Grafs i mapes

En aquest article entendrem un graf dirigit com una parella formada per un
conjunt de vértexs V i un multiconjunt d’arestes E = (VxXV, f),on f: VXV — N
indica, per a cada parell ordenat (u,v) € V X V, el nombre d’aparicions a E.
Denotem les arestes pels parells ordenats i permetem que el graf tingui llacos,
o parells de la forma (u, u). En el nostre cas, tant V com E son finits.

En un graf dirigit, 'aresta (u,v) denota 'aresta de u a v i és diferent
de I'aresta de v a u o (v,u). Usarem el terme graf no dirigit per referir-
nos a un graf dirigit on hem oblidat les direccions; en aquest cas denotarem
per {u, v} l'aresta entre u i v: 'aresta {u, v} és present al graf si el graf dirigit
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conté l'aresta (u,v) o bé 'aresta (v, u). Dos vertexs u i v es diu que son
adjacents si (u,v) o bé (v,u) sén arestes del graf.

Un graf (dirigit o no dirigit) és connex si entre dos vertexs diferents qualsse-
vol v; i vy hi ha un cami entre ells: un conjunt de vertexs v; = v1,v2,..., Vk-1,
Vg = Uy tals que laresta (v, v;41) 0 bé I'aresta (vj,1,v;) pertanyen a E. En el
nostre cas nomeés considerem grafs connexos. En certs contextos ens sera util
parlar de diferents orientacions (o direccions) de les arestes en un mateix graf
no dirigit; usarem o per denotar una orientacio de les arestes.

En un graf dirigit, un cami euleria és una ordenaci6é de les arestes del
graf E = ((v1,v2), (V3,V4),..., (V2g|-1, V2ig|)) tal que vp; = Vi1 1 V1 = V2|
aixo és, un cami dirigit passa per totes les arestes del graf un tinic cop. Si el
graf conté un cami euleria es diu que el graf és euleria.

Una immersio d’un graf G en una superficie X és un conjunt de corbes U
(tantes com arestes en E) i punts P (tants com vertexs en V) a X tals que
la corba (v1,v2) té v; com a punt inicial, v> com a punt final, no passa per
cap altre vertex, i dues corbes només s’intersequen en vertexs. La immersio
és 2-cellular si cada peca connexa a X \ ['U U P] (eliminant els punts de la
superficie pertanyents al graf) és homeomorfa a un disc obert 2-dimensional.
Un mapa és un graf immers 2-cellularment en una superficie compacta i sense
vora. Només considerarem superficies orientables. Les peces homeomorfes a
discs soén les cares del mapa. Si el graf immers és un graf dirigit (o també dit
graf orientat), aleshores podem emfatitzar aquest fet i parlar de mapa dirigit o
mapa orientat; no usarem I'adjectiu si el context deixa clar si el graf immers és
orientat o no.

A I'hora de representar els mapes sobre superficies orientables de manera
combinatoria és més comode dividir les arestes del graf en «meitats d’aresta»
o dards. Llavors, un graf es pot veure com un conjunt de vértexs V, un conjunt
de dards D amb un nombre parell d’elements, una involuci6 t: D — D sense
punts fixos (12 és la identitat) i una aplicacio d’incidéncia A: D — V. L’aplicacio t
aparella els dards formant les arestes, i A ens indica a quin vértex hem d’adherir
el dard. Si I'aresta és dirigida, signem els dards amb «+» 0 «—» de manera que a
I'aresta (v1, v2) el dard incident a v, és negatiu (surt) i el dard incident a v, és
positiu (entra). En el cas de mapes orientats, usem o per denotar I’assignacio
de signes oposats als dos dards d'una aresta de manera que I'aresta del graf
subjacent esta dirigida del vertex incident al dard negatiu cap al vertex incident
al dard positiu; per altra banda, una assignacio de signes oposats als dos dards
d’'un mapa genera una orientaci6 de les arestes del graf (del vertex incident al
dard negatiu cap al vertex incident al dard positiu).

Donat el mapa M corresponent a una immersio del graf G a la superficie
orientable ¥, podem usar l'orientacié de X per induir un ordre ciclic dels
dards (arestes) al voltant d’un vértex de G. Si retallem un disc suficientment
petit centrat en un vertex de tal manera que el disc conté un unic tros de
corba connex per a cada dard, aleshores l'orientacié ens permet induir un
ordre circular, seguint el sentit antihorari respecte a I’orientaci6 positiva de la
superficie, als dards incidents al vertex. Vegeu la figura 4. Podem identificar
les cares de >\ G amb la seqliencia d’arestes en ordre circular que componen
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la vora de la cara. Més concretament, podem identificar cada cara amb la
seqiiéncia de dards que la deixen a ma esquerra si recorrem la vora de la cara
en sentit antihorari i si considerem que els dards tenen com a punt inicial el
vertex al qual estan adherits. Vegeu la figura 4.

Ty, = (d1d2d3dsdsde)
Ty, = (d11d13), Tyy = (d12)

Tyy = (dod10dg), Tva = (d7 d14)
{d1,d10}, {d2,ds}, {d3, do}
{d4,d11}, {ds, d12},{d7,dg}, {d13,d14}
cara; = (d1dgdzdsadi3d7 diodedi2 ds)
caraz = (d3z ds diadi1)

FIGURA 4: Mapa al tor.

Observem que podem revertir aquesta construccio: si per a cada vertex v
de G donem un ordre ciclic als dards indicents a v, podem generar un mapa M
que és la immersi6 del graf G en una superficie orientable. Codifiquem aquests
ordres ciclics com els cicles en queé descompon una permutacié entre els
dards T: D — D:podem identificar els cicles de T amb els vértexs de G. Definim
les cares com la seqiiéncia de dards (d1,...,dy) tal que d; = T~ 1d;_1. Es a dir,
tenint el dard d;_, 'aplicaci6 t ens trasllada a la seva parella (a I’altra banda
de I'aresta), i I'aplicaci6 7! ens dona l'anterior dard en I'ordre ciclic de dards
al voltant del vértex corresponent. Si adherim discs a les arestes corresponents
a la seqiiencia de dards que formen les cares espectant-ne I’ordenacio, obtenim
una superficie compacta sense vora. Vegeu la figura 5.

Cares del mapa: {c;}

FIGURA 5: Cares d'un mapa.

Amb una mica d’imaginacié podem veure que la superficie és orientable
i el graf hi esta immers 2-cellularment i induint el mateix ordre ciclic de les
arestes al voltant dels vertexs que el donat per T [8]. Dit d’'una altra manera:
la immersio de G a £ determina univocament un ordre ciclic T i, a més a més,
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la superficie generada per G il'ordre ciclic T és homeomorfa a 2.7 El conjunt
d’ordres ciclics de les arestes incidents a cada vertex s’anomena sistema de
rotacions.

2.3 Codis de Gauss i mapes

Qualsevol codi o paragraf de Gauss ens dona, de manera natural, un graf
enriquit dirigit amb quatre arestes incidents a cada vertex, dues entrant i
dues sortint. L'enriquiment prové de la informaci6é respecte al cami que la
paraula proporciona (en el cas d'un codi de Gauss, aquest cami és euleria). Més
concretament,

DEFINICIO 3 (GRAF I GRAF ENRIQUIT D'UN CODI DE GAUSS,). Sigui w un codi
(o un paragraf) de Gauss no signat en n simbols {s;,...,s,} i 2n lletres
{l,...,bu}. El graf de w és un graf dirigit 4-regular Gr(w) = (V,E) = G
on:
e V(G) sOn els simbols de w: {s1,...,5n}.
e Posem una (sj,s;) si s; segueix s; en 'ordre ciclic induit per w. Més
precisament, E(G) és el conjunt d’arestes {(J(l;),J(N(l;)))}ic[2n], ON
J(-) ens dona el simbol de la lletra l; i N(-) ens dona la segiient lletra
de w.

Enriquim el graf G aparellant, per a cada vértex so, 'aresta (s;, So) amb (so, s;) si
hi ha tres lletres [y, [> i I3 tals que J(11) = si, J(I2) = 50, J(I3) = 511> = N(l1),
I3 = N(l»). Es a dir, les tres lletres son consecutives a w.

EXEMPLE 4. El graf enriquit del codi de Gauss de la figura 6 ve donat pels
vertexs V = {a, b, c,d}, les arestes

E = {(a,b),(b,c),(c,4),(d,b),(b,a),(a,d),(d,c),(c,a)} = {eo,e1,...,e7}

il'aparellament {e;,e;+1} amb i € [0, 7] i indexs modul 8.

b c
. w=abcdbadc

FIGURA 6: Corba representable al pla.

7 Si volem considerar mapes en superficies compactes no orientables, aleshores ho podem fer
usant banderes, o quarts d’aresta; cada aresta és vista com un rectangle amb un costat més llarg,
i les banderes son les quatre cantonades. Tenim un parell de banderes adjuntes a cada vertex (és
d'un costat curt), un ordre ciclic de les arestes al voltant de cada vértex, i un parell d’involucions
sense punts fixos: una que intercanvia les dues banderes associades a cada vertex (aparella
les cantonades dels costats curts) i la que intercanvia els parells associats als dos veértexs que
conformen I'aresta (intercanvia els parells d’arestes segons el costat llarg del rectangle).
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Si el codi o paragraf de Gauss esta signat, aleshores tenim un mapa amb les
arestes dirigides de la manera segilient:

DEFINICIO 5 (MAPA D’UN CODI (PARAGRAF) DE GAUSS SIGNAT). El mapa del co-
di de Gauss signat w*, Gs(w™) = (V, E) ve definit pel graf del codi de Gauss
sense signar amb el segiient sistema de rotacions T:

o Siwt és

(...s1[+s0ls2 ...)

(... 851[+50]1S2 ... $38084 ...) oDbé {
( 5350 84 )

(el punt de tall s¢ és positiu), aleshores al voltant de sy hi tenim els dards
ordenats ciclicament
(d;,,dy,, dsg,,d3,),

on dg és el dard amb l'altre extrem de I'aresta a s; i signat +. Vegeu la
figura 2 o la part esquerra de la figura 14.

e Siw™ és

(...8518S2 ...)

(... S1S0S82 ... S3 + 5054 ...) obé
(... 83 +5084 ...)

(el tall sg és negatiu), aleshores al voltant de sg hi tenim els dards ordenats
ciclicament
(di,ds, dy,,ds,),

on dg és el dard amb l'altre extrem de I'aresta a s; i signat +. Vegeu la
figura 2 o la part esquerra de la figura 14.

EXEMPLE 6. El codi de Gauss signat de la figura 6 és
[+al[-b]l[-cl[+d][+b][-all-d][+c]
i el mapa Gs(w™) ve donat pels vertexs V = {a, b, c,d}, les arestes
E ={(a,b),(b,c),(c,d),(d,Db),(b,a),(a,d),(dc),(c,a)},

on l'aresta (i, j) genera el dard d;_ 3 incident al vertex i i d; . y incident al ver-
tex j i el sistema de rotacions ve donat per les permutacions cicliques

a— (dy_gdigd, gd,. 1),

b= (daprdgpdp.crdpq)s

¢- (d;~c’d;~c’ c_~d'dc_aa)’

d— (dg_gdi g dg.c.dgp).
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La signatura dels dards de la definici6 5 és compatible amb I'orientaci6 de
les arestes del graf descrit a la definici6 3. L'enriquiment ens indica quina
de les quatre arestes incidents amb el vertex correspon a «seguir recte»; a la
permutacio dels quatre dards al voltant del vertex, seguir recte després del
dard d correspon al dard que no és ni T(t(d)) ni T-1(¢(d)).

FIGURA 7: Graf complet en 4 vertexs al tor i al pla.

Donat un mapa, el conjunt de cares dona lloc a una particié del conjunt
de dards i cada cara es pot trobar facilment com la seqiiéncia (d, T~ (¢(d)),
[T1(1)]%3(4),...). Llavors, podem trobar, de manera senzilla, el nombre de
cares en un nombre d’operacions lineal en el nombre d’arestes del mapa. Amb
la formula d’Euler

vertexs — arestes + cares = 2 — 2 genere

podem determinar el geénere de la superficie on el codi de Gauss signat esta
immers. Aixi doncs, determinar si un codi de Gauss signat prové d'un nus és
equivalent a comprovar que aquest génere és zero, i aixo es pot determinar en
temps lineal en el nombre de simbols de la paraula.’

2.4 Un mapa per un codi de Gauss sense signe

Com hem vist a la figura 3 i a I’equacié (1), diferents signatures d’un codi de
Gauss sense signe ens poden donar diferents superficies. En particular, I'ordre
ciclic de les arestes del graf introduit a la definici6é 3 no esta determinat. Per
aixo el problema de determinar si un codi de Gauss no signat prové d’un nus
és, en principi, més complicat de resoldre. Per posar-ho en el context de la
seccio anterior, podem reformular la qliestioé 1 de la manera segiient:

8 Suposant que, donats un vertex u i una aresta adjacent a = (u,v), podem accedir a la
informaci6 del vértex v en temps constant, i a les arestes segiient i anterior a a en temps
constant.
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QUESTIO 2 (PROBLEMA DE GAUSS, EQUIVALENT). Donat un codi de Gauss (no
signat) w, hi ha alguna manera de signar-lo per tal que el mapa que indueix (el
codi de Gauss signat) sigui pla?

Donat que podem examinar les 2" possibles maneres de signar la paraula
en n simbols de manera exhaustiva, i que podem determinar si és un mapa
pla o no en un nombre d’operacions lineal en 1, podem resoldre la giiestio 2 i,
per tant, la quiestié 1 usant forca bruta en un nombre d’operacions de 1’ordre
de n2". La quiesti6 interessant algoritmicament és, doncs, la de donar una
resposta positiva o negativa en substancialment menys operacions que Cn2",
on C és una constant. Com veurem, podrem determinar si un codi de Gauss és
realitzable al pla en temps lineal en n, que és el mateix ordre que determinar
si un codi de Gauss signat és pla.

2.5 Diagrama de cordes d’un codi de Gauss i el seu graf d’intersecci6

Denotem per [2n] el conjunt {1,2,...,2n} i per <[22"]> el conjunt de pare-
lles {a,b} amb a,b € [2n] i a = b. Un diagrama de cordes en 2n punts
v1,...,V2n €s un graf format pels vertexs vi,..., V2, i pel conjunt d’ares-
tes {(Vi, Vi+1 mod 2n)) : 1 € [2n]} anomenat la vora del diagrama, juntament
amb un aparellament perfecte (un conjunt d’arestes {{v;, Uj}}(i’j)e([Zzn]) tal que
cada v; apareix exactament un cop en alguna de les arestes de I'aparellament).
Vegeu la figura 8.

Un codi de Gauss w =l - - - I, genera un diagrama de cordes de mane-
ra natural amb vertexs {li,..., Lo}, vora {(li,lit1 mod2n)) : 1 € [2n]}, i on
I’aparellament perfecte ve donat pel parell de lletres amb el mateix simbol.

La manera estandard de dibuixar un diagrama de cordes és disposar els
2n punts al cercle pla, de tal manera que el cercle dibuixa les arestes de la
vora i I'aparellament perfecte es dibuixa a l'interior. El graf d’interseccio I
d’un diagrama de cordes C és el graf que té un vertex per a cada aresta de
I’'aparellament, i dos vertexs a I son adjacents si les respectives arestes es tallen
a C. Vegeu la figura 8.

int. de X’

FIGURA 8: Exemple de diagrama de cordes, mateix diagrama de cordes
amb les interseccions remarcades, i graf d’'intersecci6 del diagrama de
cordes anterior.
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Passem a demostrar una relacié entre un diagrama de cordes i el seu graf
d’interseccio, que ens sera d’utilitat i que podem trobar a [21].

PROPOSICIO 7. Sigui X un diagrama de cordes, aleshores

X és planar < el graf d’interseccio de X és un graf bipartit.

PROVA. En qualsevol immersio plana d’'un diagrama de cordes planar, la vora
del diagrama de cordes forma una corba tancada sense autointerseccions; les
cordes de I'aparellament han de passar per I'exterior o l'interior d’aquesta.
Donat que cap aresta es talla, les arestes de l'interior no es tallen dues a dues,
ni les de I'exterior es tallen dues a dues.

Aixi doncs, al graf d’interseccio, els vértexs corresponents a les arestes
interiors del diagrama de cordes formen un conjunt independent (sense ares-
tes entre els vertexs, ja que les corresponents arestes no es tallen), i el mateix
passa amb les arestes exteriors. Aixi doncs, totes les arestes del graf d’inter-
secci6 apareixen entre arestes de l'interior i de I’exterior en un mapa pla del
diagrama de cordes.

Aquest argument és reversible: si dos conjunts de vertexs independents
donen lloc a una particié dels vertexs del graf d’interseccié d'un diagrama
de cordes, aleshores dibuixant unes arestes a l'interior i les altres a I’exterior de
la vora del diagrama, obtenim un mapa al pla (sense punts de tall entre les
arestes del diagrama de cordes). Notem que dibuixem la vora del diagrama de
cordes com un poligon regular al pla. O

3 Desfer el nus

Quan tenim un diagrama pla d'un nus i un punt de tall s, podem «desfer» o
«resoldre» s de dues maneres diferents. Vegeu la figura 9. Aquestes formes
de resoldre’l estan relacionades amb les maneres que tenim per sortir de
I’encreuament que representa el punt de tall:

(i) Seguir el cami que marca la corba. Prenem el cami que «surt» del punt de
tall sense canviar la direcci6. (Aqui no fem res i, per tant, no desfem el
punt de tall.)

(ii) Mantenir el sentit pero canviant de direcci6. Prenem l'altre cami que «surt»
del punt de tall i que no és seguint la corba.

(iii) Canviant la direccio i el sentit del cami. Prenent I’altre cami que «entra»
al punt de tall, canviant el sentit del tram corresponent de corba (fins que
tornem a trobar el mateix punt de tall).

Tant en el cas (ii) com en el (iii), si ens aturem just abans d’arribar al punt de tall
i prenem una petita drecera cap a la branca que canvia de direccio, aleshores
eliminem el punt de tall (vegeu com la figura central a la figura 9 es transforma
en les figures laterals sense el punt de tall). Aixi, en aplicar (ii) o (iii) al punt
de tall s, podem dir que les corbes «es toquen» a s sense tallar-se, o bé que es
tallen tangencialment a s, o bé que hem desfet el punt de tall s.
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Si tenim un codi de Gauss
w = X85185052YS350847,

on X, Y i Z sén paraules, i considerem el punt de tall sg, aleshores I'efecte
d’aplicar (i) deixa la paraula invariant. Si apliquem (ii), w es transforma en el
paragraf
Xs18547
{Sz Ys3

i so ha desaparegut: I'hem «desfet» o0 «resolt».
Si fem el canvi (iii), obtenim la paraula

X515375254Z,

on Y denota la paraula Y amb les lletres en ordre invertit: abc...t = t...cha.
En aquest cas, hem canviat el sentit dels trams de corba entre les lletres de Y.

En els casos (ii) i (iii), i degut al fet que ens interessara de reconstruir o
desfer aquestes operacions, usarem

{X515654Z

y o0bé Xs15053Y5s28)54Z
S0 $2Y 83

per denotar que els nous codis de Gauss comparteixen el punt de tall sg i
denotar la seva localitzaci6 abans de desfer el tall. Considerem que s;, i s, so6n
dos punts de la corba (o les corbes) diferents del pla que ja no sén punts de
tall; alternativament, podem considerar que s;, i s; és un punt d’intersecci6 on
les corbes es tallen tangencialment i no es creuen (es besen).

------- Usant (iii) e - Usant (ii) ——————

/’ R
Se o _4’
P R
Y Y
\\_ _—/
',—"""'~.\
\\_ _-7

FIGURA 9: «Simplificacié» del codi de Gauss: eliminem encreuaments i
donem informaci6 alternativa amb la qual recuperar-los.
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3.1 Refer els punts de tall

Per tal d’invertir I'operaci6 (ii) cal que la part de la corba que passa per s; ila
que passa per s;’ tinguin sentits congruents. Per tal de desfer (iii) cal que la part
de la corba que passa per s; ila que passa per s;’ tinguin sentits oposats. Vegeu
la figura 9.

Com que l'operaci6 (ii) no canvia el sentit de cap tram de corba, sempre
podem invertir aquesta operacio. Per altra banda, I'operacio (iii) canvia el sentit
d’un dels trams de corba entre els dos cops que passa pel punt de tall. Aixo
fa que, si apliquem primer I'operacio6 al punt de tall sy i després a s;, pot succeir
que no puguem revertir I’'operacié a sg si no revertim abans ’operacio a s;.
Vegeu la figura 10. Aquest punt sera important a la secci6 4.

Vo V1 V2 Vg V3 V2 V1 V3 Vo V2 V1 VG V3 V2 V1 U3 Vo V2 V] V2 V3 VG VY U3

SR ENES

FIGURA 10: Siresolem primer vq i després v, aleshores no podem desfer
la resoluci6 de vy si no desfem abans la de v;.

3.2 Desfent els punts de tall

Un cop presentades les operacions (ii) i (iii) és natural preguntar-se que passa
si desfem seqiiencialment (seguint un ordre a 'atzar o el criteri preferit del
lector) tots els punts de tall usant el mateix criteri ((ii) o (iii)).

Canviant el sentit i la direccié: aplicant (iii). Aplicant un cop (iii) a un codi
de Gauss representat per y obtenim una altra corba. Es clar que el resultat final
d’aplicar sempre el criteri (iii) sera una nova corba sense punts de tall y’ (vegeu
la part esquerra de la figura 9 o la figura 10). Si y és al pla, aleshores y’ també
sera al pla, és a dir, y’ és una circumferencia deformada al pla. Si en desfer els
nusos deformem la corba el minim possible i mantenim els nous punts s; i s;’
propers al punt de tall original s;, aleshores podem connectar s; i s;" amb una
corda addicional sense obtenir nous punts de tall.

Aixi, si la corba original induia un mapa pla, obtenim un diagrama de
cordes que és un graf planar (les arestes de I'aparellament perfecte poden ser
dibuixades per dins o per fora de la vora del diagrama de cordes).

Observem que 'ordre en qué hem processat els veértexs és rellevant ja que
determinara l'ordre ciclic dels vertexs de la vora del diagrama de cordes. A
més, si primer desfem sg i després s;, pot succeir que no puguem refer sy
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immediatament (vegeu la figura 10 amb sy = v i s; = v;). Al teorema 8 veurem
que, partint del cercle pla amb tots els talls desfets i imposant la condici6 de
Gauss, podrem refer els punts de tall en ordre invers a com els hem desfet, i
aixi obtenim la caracteritzacio.

Canviant la direccié pero no el sentit: aplicant (ii). Si apliquem (ii) consis-
tentment als diferents punts de tall a y una corba al pla, aleshores el conjunt
de corbes tancades resultants també és al pla i no es tallen (ni entre corbes
diferents ni una corba amb si mateixa). Aixi, cada corba és un (homeomorf a
un) cercle i determina dues cares del pla, la interior i I’exterior. Efectivament,
a cada pas, reduim el nombre de punts de tall totals en una unitat (sempre que
s; is;] siguin propers a s; no creem nous punts de tall en resoldre s;).

Com que l'orientaci6 de les arestes de la corba original no canvia, sempre
podem recrear qualsevol punt de tall original s; i mantenir el conjunt de corbes
al pla. A més, els cercles resultants tenen una orientaci6é congruent a s; i s;": els
dos cercles giren en el mateix sentit i estan «engranats» com els engranatges
d’un rellotge. Aquests cercles reben el nom de cercles de Seifert [35], que els
va usar per construir una superficie on la vora coincideix amb un nus donat
qualsevol. Els cercles de Seifert depenen només del codi de Gauss (la paraula) i
no de la seva possible realitzacio plana (vegeu la subsecci6 5.1).

El fet que els cercles de Seifert poden ser al pla si el codi de Gauss és realit-
zable, juntament amb el fet que han d’estar engranats, permet la caracteritzacio
donada al teorema 16 i al teorema 17.

4 Girant la primera cantonada

En aquesta seccio seguirem I’excellent presentacio de Godsil i Royle [21] de la
caracteritzaci6 dels codis de Gauss representables de Dehn [5] i refinada per
Read i Rosenstiehl [29, 30, 32].

TEOREMA 8 (CARACTERITZACIO DELS CODIS DE GAUSS). Sigui w un codi de
Gauss i w’ el codi de Gauss obtingut de w capgirant les lletres entre qual-
sevol parell de lletres del mateix simbol, seqiiencialment, en qualsevol ordre
(aplicant (iii)). Aleshores, el codi de Gauss w és realitzable al pla si i només si:

(a) entre cada parell de lletres del mateix simbol hi ha un nombre parell de
lletres, i
(b) el diagrama de cordes de w' és planar.

Equivalentment:

(a’) tots els vertexs del graf d’interseccio del diagrama de cordes de w tenen
grau parell, i

(b’) el graf d’interseccio del diagrama de cordes de w' és bipartit.

PROVA. Denotem els simbols per si,...,s, i suposarem que els processem,
usant (iii), seguint 'ordre creixent en el subindex. Usarem to,...,t;-1 per
denotar simbols genérics, no necessariament en ’ordre sy,..., S,.
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Si w és realitzable al pla, aleshores (b) se satisfa. Si
w=...151tr...t351t4...

és un codi de Gauss realitzable, i ¥ una corba que el realitza, aleshores si
desfem el punt de tall s; usant (iii) generem dos punts nous sj, s;’ i trams de
corba ts)t3 1 tps1t4. Si sy is)” son propers a s al pla, aleshores podem afegir
una corda entre s i 5" sense crear cap punt de tall addicional. Repetint aquest
procés sequencialment obtenim la nova paraula w’ que té, per diagrama de
cordes, el mapa obtingut mitjancant I'addicié de les cordes entre s; i s;". Aquest
diagrama és pla ja que hem desfet tots els punts de tall i no n’hem creat de
nous en afegir les cordes.

Si w és realitzable al pla, aleshores (a) se satisfa. Veure aquesta part és equi-
valent a veure la proposicio 2. A y les dues lletres amb el mateix simbol a
generen una subcorba tancada.

Si entre les dues copies de a no hi ha simbols repetits, aleshores el tram no
té autointerseccions i podem aplicar el teorema de la corba tancada de Jordan.
El tram tancat de corba divideix el pla en dues regions, la resta de la corba
s’inicia i finalitza en la mateixa regio, de manera que cada cop que entrem a
I’altra regio, n’hem de sortir. Com que cada cop que entrem a la regié o en
sortim aixo correspon a un punt de tall del tram de corba, el nombre de talls
(que correspon al nombre de lletres entre les dues copies del simbol a) és
parell.

Si entre dues copies de a hi ha simbols repetits, usem inducci6 en el nombre
de parelles repetides niades. Si

w =...toXot1 X2 ... t; Xit;Yi_1ti—1...t1Yotg ...,
on to, t1,...,t; son els simbols niats, aleshores les subcorbes

toXot1Yo (to)
tiXitaYq (1)

£ X (ti)

formen i + 1 corbes tancades que no s’autointersequen (tot i que dues a dues si
es poden intersecar). Aquestes corbes es troben aplicant 'operacio (ii) de desfer
nusos als punts de tall £g,...,t;. Si a cada cercle apliquem el resultat de la
corba tancada de Jordan i tenim en compte que quan dos cercles s’intersequen
ho han de fer un nombre parell de vegades, obtenim el resultat desitjat (en
aquest cas entre les dues copies de tg).

La condicio (a) i la condicio (a’) son equivalents. Amb aquesta demostracio
quedara establerta I'’equivaléncia entre les condicions (a) + (b) i (a’) + (b’) ja que
I'equivaléncia entre les condicions (b) i (b’) prové de la proposicié 7. Cada parell
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de lletres de w del mateix simbol s; divideix la paraula en dues parts A; i A,.
Llavors, dues copies del simbol s; estan a diferents parts siinomés si s; i s; son
adjacents al graf d’interseccié de w. (L’aresta s; del diagrama de cordes no
creua I'aresta s; quan els simbols estan niats; vegeu a la figura 8 arestes de a i
de c.) Per tant, cada vertex del graf d’interseccio té grau parell si i només si el
nombre de lletres entre cada parell de lletres del mateix simbol és parell.

Les condicions (a’) i (b’) sobre w impliquen que w és realitzable al pla. Un
cop hem vist ’equivaléncia entre els dos parells de condicions, resta veure la
implicaci6 que manca. La paraula w’ = w, s’ha obtingut de w = w( capgi-
rant successivament les lletres entre les ocurréncies de sy,..., s,. En general,
denotem per w; la paraula obtinguda de w( capgirant les lletres (aplicant
I'operaci6 de desfer punts de tall (iii)) entre s1,...,s;. L'estrategia consisteix
a, partint d’'una immersi6 plana del diagrama de cordes de w’ = wy, que de-
notem per X' = X, refer els punts de tall corresponents a s;,...,s; en ordre
invers a com hem tractat els simbols a w, fins a obtenir una corba al pla. Cal
veure, doncs, que, per a cada i =n,n — 1,...,1, si hem refet els punts de
tall sy,...,Si+1, aleshores podem refer el tall s;.

Denotem per X; el diagrama de cordes de w;. Denotem per M;, i = n,n —
1,...,1,0, el mapa obtingut de refer el tall s;;; a M;.;. En particular, M,, és el
mapa associat al diagrama de cordes X,,. La taula 1 (parcialment illustrada a la
figura 11) resumeix els diferents tipus de talls entre les cordes relacionades
amb s;;1 1 dues cordes geneériques s; i s; abans i després d’aplicar (iii): si
sj 1 si+1 no es tallen, aleshores la relacio de tall entre s; i s; no canvia en
capgirar s;41; si sj i s;4+1 es tallen, aleshores s; i s; canvien el seu estat de tall
segons si s; talla sj,1 0 no. De la taula 1 en deduirem les afirmacions (2), (3),
(4) descrites més avall.

Tall (s, 5i+1) Tall (st,Si+1) Tall (st,s;) | | Tall (st,8i+1) Tall (s, s;)
aXiiXii aXj aXj aXiil a X

st talla sj41 st talla s; st talla sj41 st no talla s;
s; talla 5. i St talla s;,1 { Stno talla s; o St talla s, 1 i St talla s;

st no talla s, st talla s; st no talla sj 41 st talla s

st no talla s;.1 St no talla s; st no talla sj41 st no talla s;

s¢ talla s st talla s; st talla sj4 st talla s
s;notalla sy i st talla sj41 { Stno talla s; S st talla sj;1 { Stno talla s;

st no talla s, st talla s; s¢ no talla sj4 st talla s

st no talla s, st no talla s; s¢ no talla sj41 st no talla s;

TAULA 1: Taula resum de I'efecte de desfer el punt de tall s;;; de X;
a X
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Sjyl SJ 1
() (2) (2) ()
St,2 St1 St1 St,2
5;’32) T 5;’41) Capgirem s;,1 st(fll) T St(,32)
S I B (4) (4) Y (1)
St,1 ., St,2 St,2 : St
. ‘e " . L4 ’
Si+12 — Si+1,1 Sit1,2 T Sirll
- et
1) . (1) I TS
St .. Sg2 === .,
A el AN <3
t,1 t,1
Sj’z SJ 2
FIGURA 11: IlMustracio6 de la taula 1.
A X;, I'aresta s;,1 es talla amb 2)
un nombre parell d’arestes d’entre {sj;2,...,5x}.

Veurem (2) mitjancant un argument inductiu en i més restrictiu: tot s;
amb j > i + 1 talla un nombre parell d’arestes d’entre {s;j;2,...,5,} a Xj. El
cas i = 0 és cert per la condici6 de Gauss. Suposem, doncs, que s; talla un
nombre parell d’arestes a {s;+1,...,5,} al diagrama de cordes X; de w; i dividim
I’'argument en dos petits casos:

Si s; no talla s;41, aleshores, usant la taula 1, s; talla s; amb t > i + 2 a Xj1
siinomés si s; talla s; a X;. La hipotesi d’induccio fa la resta.

Sis; talla s;41, aleshores S denota el conjunt d’arestes d’entre {S;+2,...,5n}\
{sj} que talla s;,1. De la hipotesi d’induccié deduim que un nombre parell
d’arestes d’entre {s;.2,...,5,} talla s;,1. Per tant, |S| és senar. Per la taula 1, la
paritat del conjunt d’arestes d’entre S que talla a s; a X; i a X;41 és diferent.
Aix0 darrer, afegit al fet que les arestes que talla sj d’entre {s;i;2,...,Sp}\{s;}\S
és el mateix a X; i a Xj;+1, que s; talla s;+1, i que hi ha un nombre parell d’arestes
que tallen s; d’entre {s;+1,...,5,} a X; (per la hipotesi d’induccio), fa que el
nombre d’arestes que tallen s; d’entre {s;.p,...,5x} a Xj;1 sigui també parell.

Resseguint 'argument de (2) veiem també (3) i (4).

Si sj no talla s;;1 al diagrama de cordes X; de w;y,

aleshores la paritat del nombre de talls de s; amb

les arestes {s;:1,5i+2,...,5n} a X; és el mateix que (3)
la paritat del nombre de talls entre s; amb

les arestes {Sjy2,...,5n} a Xii1.

Si sj talla s;41 al diagrama de cordes X; de w;,ij <1i+1,

aleshores la paritat del nombre de talls de s; amb

les arestes {S;ji1,Sit2,...,Sn} a X; és diferent de 4)
la paritat del nombre de talls entre s; amb

les arestes {Sjyo,...,5n} a Xii1.
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Comencant a refer els talls a X;;, de w, = w’ observem que, si podem refer
i refem el tall sj, i 'aresta de s; talla la de s; amb i < j a Xj, aleshores el
sentit relatiu entre les branques de la corba a slf i 517' canvia. Alhora, la paritat
del nombre d’arestes que s; talla a Xj_; d’entre {sj,...,s,} canvia respecte del
nombre d’arestes d’entre {s;;1,...,5,} que s; talla a X;. Com que comencem
amb un nombre parell de talls, 0, els sentits son oposats per a tots els s;
(comencem amb una corba tancada sense talls al pla), i canviem de paritat
un nombre parell de cops (el nombre de talls de s; a X; entre {Sij+1,...,51}
és parell), el nombre de canvis de sentit és parell i, per tant, com que hem
comencat amb orientacions oposades, quan volem refer el tall s; aquest tindra
orientacions oposades. Per tant, podrem refer tots els talls i obtenim una
representacio de wqg = w al pla. Aixo conclou la demostracio. O

Si volem implementar un algoritme de reconeixement i/o construccié de la
representacio plana hem de:

e Veure si la condicio de Gauss es compleix.
e Capgirar les lletres entre les parelles de simbols per obtenir w’.
e Determinar si el diagrama de cordes de w’ és planar.

El primer punt es pot determinar en temps lineal recorrent w un cop tot
portant el compte del nombre d’elements entre cada parell de lletres. Trobar el
diagrama de cordes de w’ es pot aconseguir en temps lineal en el nombre de
simbols, aixi com determinar-ne la planaritat (podem usar el resultat general
de Hopcroft i Tarjan [23]). Ara bé, capgirar les lletres entre totes les parelles de
simbols pot tenir, en general, un cost quadratic en el nombre de simbols. Tot i
aixo, tal com s’explica a Rosenstiehl i Tarjan [33], es pot modificar lleugerament
I’algoritme que es dedueix de la caracteritzacio per tal d’obtenir la construccio
de la representaci6 plana en temps lineal en el nombre de simbols.?

5 Girant la segona cantonada

En aquesta seccié veurem que també podem usar el resultat de processar tots
els punts de tall usant (ii) per tal de caracteritzar els codis i paragrafs de Gauss
realitzables al pla.

5.1 Cercles de Seifert i propietats

DEFINICIO 9 (CERCLES DE SEIFERT). Sigui w un codi o paragraf de Gauss i Q el
seu graf enriquit. Aleshores la seqiiencia ciclica d’arestes dirigides (e1,...,e;)
és un cercle de Seifert de w si

e (e1,...,e;) forma un cicle dirigit i tancat a Q. Es a dir, ¢; = (V{, Vi+1 (mod 1)),
amb i € [t].

9 Rosenstiehl i Tarjan [33] també donen un algoritme especific per veure la planaritat d’'un
diagrama de cordes que resulta més senzill que el general de Hopcroft i Tarjan [23].
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e Per a cada i, 'aresta

€ir1(modt) = (Vi,Vitr1 modt))

és I'aresta que no segueix

ei = (Vi-1 (mod ), Vi)
en el cami induit per .
Alternativament,

e La seqiiéncia de simbols de w en ordre ciclic (sy,...,s:) forma un cercle

de Seifert C; si s; és el segiient vertex després d’usar (ii) per resoldre el
punt de tall s;_;.

EXEMPLE 10. Els cercles de Seifert del codi de Gauss de la figura 12 son les
seqiiéncies d’arestes

((a,b),(b,a)),
((b,c),(c,a),(a,d),(d, b)),
((c,d),(d,c)),

o les seqiiéncies de vertexs
ab,
adbc,
cd.

w=abcdbadc

FIGURA 12: Corba representable al pla.

Observem que la segiient aresta a cada cercle de Seifert esta definida de
manera unica si el graf prové d'un codi o paragraf de Gauss no signat. Per tant,
els cercles de Seifert descomponen les arestes del graf de w en cicles dirigits
tancats Cy,...,C,. Denotem per C el conjunt de cercles de Seifert.
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DEFINICIO 11 (GRAF I MAPA DE SEIFERT D’'UN PARAGRAF DE GAUSS). Sigui Q el
graf enriquit d'un codi (o paragraf) de Gauss w, aleshores Sf(Q) = Sf(w) és
el mapa de Seifert M = (V, D) amb:

e V(M) és el conjunt de cercles de Seifert, {Cy,...,C}.

e Hi ha un dard d per cada lletra de w. Es a dir, |D| = 2n. Dos dards formen
una aresta si les respectives lletres comparteixen simbol.

e Si el cercle C; esta format per I'ordre ciclic de lletres (ly,...,1;), aleshores
el dard d;; associat a la lletra lj, j € {1,...,t}, és incident al vertex C; i
lordre ciclic dels dards al voltant de C; és (dy,,...,d1,).

Una signatura w™ de
w = ...l1lolz...l3l6l4...,

on Iy i [j tenen el mateix simbol so, orienta les arestes de Sf(w) de la ma-
nera segiient (vegeu la figura 14 per al cercle de Seifert i la figura 2 per al
signe/orientacié del punt de tall):

e Si w™ signa sy positivament (+), aleshores I'aresta de sy va de C; a C».
e Si w™ signa sy negativament (—), aleshores I'aresta de sy va de C; a (.

Vegeu la figura 13 com un exemple d'un mapa de Seifert d'un codi de Gauss.

C(w) = {{a,b},{a,d,b,c}, {c,d}}

{a,b} {c,d}

FIGURA 13: Mapa de Seifert de w =abcdbadc.

DEFINICIO 12 (MAPA VERTEX MEDIAL). Si M és un mapa orientat per o, alesho-
res Mv(M, o), o el mapa vértex medial és un mapa orientat 4-regular amb:
e Els vertexs de Mv(M, o) Son les arestes de M.
e Les arestes de Mv son les cordes entre els dards de M seguint la rotacio .
Aix0 és:
Per cada dard d de M, Mv(M, o) té dos dards: d~ i d™, el de sortida de d
i el d’entrada a d.
Els dards de sortida estan orientats amb — i els d’entrada amb + a
Mv(M, o).
El dard d~ esta aparellat amb el d’entrada a 7(d): tmvm,0)(d™) = Tm(d) ™"
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e Si {d1,u(d1) = d»>} és una aresta de M amb o(d;) = -11io0(dp) = +1
(orientada de d; a d»), aleshores el vertex associat a {d;,d>} a Mv té la

rotacio
([t 1 d)1*, [t @)1, [T(d)], [T(d2)]7),
isio(dy) =+1io(d>) = —1, aleshores Mv té la rotaci6o
([t d)1*, [t~ (@)1, [T(d2)]17, [T(d1)]).
A Sf(w, 0) A Sf(w, 0)
PE ~. PE ~. Co N 53
s3 $2 $3 Co 52 [e)
o
50 e — oS50
50
S1 S4 1 1 S4 Cc1 s
pE -’ S - C1 AT
) Aplicant Mv(-) )
¢ N ... 54
54 52 S4 52 c1 s
/’ \\ /’ \\ C1
1 \ 1 \
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 . 1 o
: 50 1 1 Cl SO SO C2 : SO 0
\ oA h
\ 1 \ 1
‘\ /I ‘\ /I Cc2 s
S $3 S1 s3 C2 Gy vor 3

FIGURA 14: Construcci6 del graf vertex medial i mapa de Seifert.

OBSERVACIO 13. Sigui w un paragraf de Gauss. A la figura 14 podem observar
com l'operaci6 vértex medial és la inversa de ’obtencié d’'un mapa de Seifert
orientat a partir d’'una signatura de .

Aixi, donar una orientacio6 a les arestes del mapa de Seifert de w és equiva-
lent a donar una signatura de w i tenim la segiient reformulacié de la qiiestio6 1:

QUESTIO 3. Si w és un paragraf de Gauss, existeix una orientacio de les arestes
del mapa de Seifert de w tal que indueixi una signatura a w que el converteix
en un mapa pla?

Vegem algunes propietats dels cercles de Seifert.
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PROPOSICIO 14. Sigui w un paragraf de Gauss realitzable al pla, i sigui Q un
mapa orientat pla que realitza w. Suposem que el pla esta orientat. Aleshores:

(a) Qualsevol cercle de Seifert ¢ de Q és una corba tancada al pla sense au-
tointerseccions. L’orientacio de les arestes de Q) els dona una orientacio.
En particular, c té l'orientacio horaria o antihoraria (vespecte de I'orienta-
cio del pla).

(b) Dos cercles de Seifert s’intersequen, sense travessar-se (tangencialment,
besant-se), als vertexs de Q /punts de tall de w.

(c) A cada vertex de Q/punt de tall de w hi conflueixen dos cercles de Seifert,
i son diferents.

(d) Siguin cy, ¢ els dos cercles de Seifert de Q que es toquen a v. Siguin c{
icy els dards de Q que van cap a v de c i c2 respectivament. Denotem
per ¢y and ¢, els dards que deixen v de c1 icp respectivament. Aleshores
tenim les segtients situacions relatives entre la contencio de ci, c» i les
seves orientacions:

Interior/Exterior |~ Orientacio | = Orientacio = Rotacio = Orientacio de
de c1 de c2 dev aQ l'aresta v a Sf(Q)
c1 a l'interior de c> | antihoraria | antihoraria (cf, cg, c5,c1) dec» acy
c1 a linterior de c horaria horaria (c¥,cf,cr,c3) decy acy
c1 a lexterior de c> | antihoraria horaria (cf, ci’, c5,c1) dec> acy
c1 a lexterior de c» horaria antihoraria | (c3,ci,cy,¢3) decyac

TAULA 2

(e) Cada cercle de Seifert que no és vértex de tall al mapa de Seifert de w és
una cara (possiblement la cara exterior) del mapa Q.

DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO 14. Per la definici6é dels cercles de Seifert i
del mapa Q (en tot mapa, dues arestes mai es tallen sobre la superficie que el
mapa defineix, en aquest cas el pla), la interseccié entre dos cercles de Seifert
nomeés es pot donar als punts de tall de w.

Cada cercle de Seifert s’obté de prendre la segiient aresta del cicle com la
que, sortint del punt de tall, no és la que segueix la direcci6 «tot recte». Per
tant, el cercle de Seifert aparella les quatre arestes concurrents a un punt de
tall de tal manera que les direccions concurrents no s’intersequen; els camins
dels cercles es toquen al punt de tall sense tallar-se. Podem dir que els cercles
es repelleixen en trobar-se en un punt de tall. En particular, dos cercles de
Seifert no es tallen entre ells. Aixo demostra (b) i la primera part de (c).

Addicionalment, un cercle de Seifert no es talla amb si mateix. Efectivament,
si un cercle de Seifert s’autointersequés, aleshores per 'argument precedent hi
hauria una corba més curta continguda a ¢ que separaria el cercle ¢ en dues
parts (ja que el nombre total de punts de tall de w és finit). Aixo contradiu el
fet que dos trams de cercles de Seifert, al pla, reboten per localment allunyar-se
en arribar als punts d’interseccio. Aixo demostra (a) i la segona meitat de (c).
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Com que cada cercle de Seifert de Q) és una corba tancada que no s’au-
tointerseca al pla, aquest defineix una cara exterior i una cara interior (pel
teorema de la corba tancada de Jordan). Com que dos cercles de Seifert no es
travessen, podem determinar el seu conteniment relatiu (si ¢; té un punt a la
cara interior de cp, aleshores diem que c; és a l'interior de c», altrament c; és a
I'exterior de c»).

Si ¢; i ¢ comparteixen un punt de tall de w, aleshores la relaci6 estar a
I'interior/exterior, juntament amb 1'orientacié horaria/antihoraria d'un d’ells,
determina l'orientaci6 de I’altre. El motiu és que les direccions s6n concurrents
en el punt de contacte com dos engranatges. Les relacions estan donades a
la taula de I'apartat (d) de la proposicié. Vegeu també la figura 17 per a un
exemple o la figura 15.

anssEEEg,
" .
" e

T ETTIN
o .
. v,

.
g ‘.
D

J C .

C interior de C»
Cq antihorari
C> antihorari

C Cj horari
C> antihorari

//\ C1 exterior a Cp
1

.

*, .

.
. -

.
. .
"taaaanastt

Co .“__.....,__..
(1 interior a Cp 2 . C1 exterior a Cp

C1 horari c Cp antihorari
C> horari C> horari

. . .
. . . .
traiaaaanstt “taaaanst

FIGURA 15: Cicles de Seifert: conteniment relatiu i orientacio.

Com ja hem dit, cada cercle de Seifert de Q) indueix una regi6 interior i
una d’exterior del pla. Si no hi ha cap altre punt de Q (vértex o aresta) en
alguna d’aquestes regions, aleshores la regioé en qiiestié és una cara de Q.
Si suposem que c¢; no defineix una cara (en alguna de les dues regions en
que divideix el pla), aleshores hi ha una aresta de Q en cadascuna d’aquestes
regions. En particular, cadascuna d’aquestes arestes pertanyera a un cercle de
Seifert. Denotem per c»> el cercle de Seifert a l'interior de c; i c3 el cercle
de Seifert de la regio exterior de c;. Qualsevol cami per punts de Q entre un
punt de Q a l'interior de ¢; i un punt de Q a I’exterior de c; involucra una aresta
de c; a Q. Efectivament, ¢; forma una corba tancada sense autointerseccions;
si volem anar de lI'interior a I’exterior I’hem d’intersecar. En un mapa, dues
arestes nomeés s’intersequen als vertexs. Aixi, per anar d'un punt de I'interior
de c; al'exterior de c; a Q cal passar per un vertex de c;. Cada vértex de c; és
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una interseccié de dos cercles de Seifert, un és c; i l’altre és o bé a I'interior
o bé a I'exterior de c;. Aixi, si el cami comenca a 'interior i arriba a c;, o bé
pren una aresta de c> o bé continua a I'interior de c¢;. Cada cami a Q indueix
un cami a Sf(w) i viceversa. Si usem una aresta a €, aleshores usem el vértex
corresponent al seu cercle de Seifert a Sf(w). Si canviem de cercle de Seifert
a Q ho hem de fer en un vertex on convergeixen els dos, de manera que podem
usar una aresta entre els dos cercles de Seifert a Sf(w). Aixi, qualsevol cami a Q
entre dos punts a l'interior de les arestes que usa arestes dels cercles de Seifert
{c4,...,c¢} es tradueix en un cami a Sf(w) que passa pels vertexs {c4,...,ct}. A
més, qualsevol cami a Sf(w) que passa pels vertexs Sf(w) indueix un cami a Q
que usa arestes dels cercles de Seifert {c4,...,c}. Per tant, com que qualsevol
cami entre c» i c3 a Q usa una aresta de c;, qualsevol cami entre el véertex ¢y i
el vertex c3 a Sf(w) passa per c;. A més, qualsevol cami entre ¢y i c3 a Sf(w)
es tradueix en un cami, a ), entre un punt a l'interior d'una aresta de c; i un
punt a l'interior d'una aresta de c3 i aquest ha de passar per una aresta de c;.
Aixi, c; és un vertex de tall a Sf(w). Aixo demostra (e) i finalitza la prova. O

5.2 Procediment per orientar les arestes d’un mapa

En aquesta secci6 donem un procediment, denotat per Alg(-), que assigna
orientacions a les arestes d’un mapa. La intenci6é és aplicar I'algoritme al
mapa de Seifert d’un paragraf de Gauss. Aixi, volem usar les relacions de la
proposicio 14, part (d) per tal de determinar el tipus de punt de tall usant
els cercles de Seifert. Més concretament, Alg(-) dona una orientaci6é de les
arestes mitjancant una bicoloracié dels vertexs del mapa amb {0,1}. Com
queda reflectit a la taula 3, hom pot pensar que el color 1 assigna al cercle de
Seifert 'orientaci6 antihoraria al pla.

Algoritme Alg(M) per assignar orientacions a les arestes d’un mapa M.
1. Sigui M = (D;T,t) un mapa, on T denota la permutacié que dona el
sistema de rotacions i t és la involuci6 entre els dards.

Si M no és connex, l'algoritme s’aplica a cada component connexa de
manera separada.

Assignem un ordre total, arbitrari, als vertexs de M i als dards de M.

Si M no és bipartit, aleshores M no és el mapa de Seifert d'un paragraf de
Gauss.

2. Seleccionem vg, un vertex que no sigui de tall al mapa. (En eliminar-lo no
desconnectem el graf.)

Arrelem el mapa a v i acolorim vy amb el color 1.

3. Considerem l'arbre de blocs 2-connexos de M (més concretament, del graf
subjacent a M) [6, proposici6 3.1.2]. Els punts d’articulaci6é de 'arbre s6n
els punts de tall de M.

Arrelem el bloc de vg a vg.
L’arrel d'un bloc 2-connex B és el vertex de B que desconnecta la resta
de B respecte a vy, I'arrel del mapa M.
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L’arrel d'una unié connexa de blocs 2-connexos {Bi,...,Bs} ve donada
per 'arrel més propera a vo; aixo €s, si v; és el vértex arrel de B;, aleshores
Parrel de {B1,...,Bs} és el vertex v; tal que d(vi, Vo) = minje[s1 d(vj, vo).
4. Sigui v un vertex de M i siguin Bj, By, ..., B; les components connexes a
M\ {v},iL4,...,L, els llacos de v.10 Per a tot i € [0, k], denotem per B;
el graf induit per V(B;) U {v}, sense els llacos de v. By conté el vértex vy.

Siguin dq,...,d; els dards ordenats ciclicament de M incidents a v. Si-
gui Sy el graf que té {d,,...,d;, Bo,B1,...,Bx,L1,...,Ly} com a conjunt de
vertexs. Com a arestes: B; és adjacent a dj siinomés sil’aresta {d;, t(d;)}
de M pertany a B;. També connectem d; amb d;,1, indexs modul ¢, de tal
manera que d1,...,d; forma un cicle. L; és adjacent als vertexs d;, d;: si
inomés si L; és el lla¢ {d;,d;} a M.

Per a tot vertex v, que sigui de tall o que contingui llacos (és a dir,
totv talque k = 1 0bé v = 1), 0bé si v = vy, decidirem si B €
{Bo,B1,...,Bx,L1,...,Ly} és dins de v o bé fora de v de la manera se-
guent:

(a) SiSy ésplanar, sigui M, una immersio plana de S, . El cicle (d1,...,d;)
a M, determina dues cares al pla, la cara exterior i la cara interior.
Un vertex de {By,...,Bx,L1,...,L,} és a dins de v si es troba a la
cara interior, i és fora si es troba a la cara exterior.

Si v + vo, aleshores By és a la cara exterior de M, .
Si v = vy, aleshores By és a la cara interior de My,.

(b) Si S, no és planar, aleshores M no és un mapa de Seifert d'un
paragraf de Gauss realitzable al pla.
En aquest cas, denotem per D, un dibuix pla de S, amb el nombre
minim d’encreuaments entre les arestes de S, amb la condici6 que
les arestes del cicle d1, ..., d; no es tallen dues a dues.!!
De les dues cares induides per v a D, (pel cicle d;,...,d;), declarem
que la cara que conté By és la cara exterior i que 'altra cara és la
interior (llevat del cas que v = vy, llavors By és a la cara interior).

5. Donat un bloc 2-connex B amb arrel v, ordenem els vértexs de B d’acord
amb les distancies a v. Sigui I(v) el color de v:

(a) Si B és dins de v, aleshores acolorem els vertexs a distancia i de v
amb color [(v) +i+1 mod 2 (de tal manera que els veins de v tenen
el mateix color que v).

(b) Si B és fora de v, aleshores els vértexs a distancia i de v reben el
color l(v) +i mod 2.

(c) El pare del vertex u a B és el minim vei de v (en 1'ordenacio6 total que
hem donat als vértexs) que és estrictament més proper a vg que u.

10 Els casos interessants son v = vg o v un punt de tall, o que contingui llacos.

11 Si només volem detectar si w és realitzable, prendrem qualsevol immersio que tingui la
propietat respecte del cicle, pero no cal un nombre minim de punts d’encreuaments. Aixi
mantindrem el cost lineal.
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6. Orientem les arestes del vertex colorat O cap al vertex colorat 1 si els
colors dels vertexs difereixen. (Si M és bipartit, aquesta orientacio és
independent del pare que haguem triat.)

Si I'aresta connecta dos vertexs amb la mateixa coloracio, i els dos vertexs
tenen la mateixa distancia a v, aleshores el graf no és bipartit i orientem
I'aresta del vertex més gran al més petit. Si un vértex és més proper a vg
que I'altre, aleshores sén pare i fill i 'orientacioé de 'aresta ve donada pel
color del fill: I’aresta va del fill al pare si el fill té el color O i del pare cap
al fill si el fill té el color 1.

Orientem els llacos del dard menor al dard més gran, segons 1’ordre total
sobre els dards imposat al principi.

7. Retornem el mapa amb I'orientaci6 sobre les arestes trobada.

5.3 Propietats de I'algoritme i caracteritzacio

En aquesta secci6é veurem unes quantes propietats de I'algoritme juntament
amb el resultat de caracteritzacié usant els cercles de Seifert.

PROPOSICIO 15 (PROPIETATS DE Alg(-)). Sigui M un mapa connex. Aleshores

(a) Alg(M) dona una orientacio a les arestes de M.

(b) Siguin {Ma,..., My}, tots els possibles mapes orientats que Alg(M) dona
com a sortida (per exemple, segons les diferents tries de mapa pla per
a Sy al pas 4(a)). Suposem que el mapa obtingut usant la definicio 12 a M,
és pla. Aleshores, usant la definicio 12 a M; obtenim un mapa pla per a
toti € [q].

(c) L’algoritme té un cost d’operacions lineal en |E(M)| + |V (M)].

Si w és un paragraf de Gauss realitzable al plai M = Sf(w). Aleshores

(d) M és bipartit.
(e) Per a tot vértex de tall v de M, S,, (definit al pas 4) és un graf planar.

Les propietats de I’algoritme, proposicié 15, les veurem a la subsecci6 5.5.
Primer enunciem i demostrem el teorema de caracteritzacio, més algoritmic,
seglient.

TEOREMA 16 (CARACTERITZACIO ALGORITMICA DELS CODIS DE GAUSS AMB CER-
CLES DE SEIFERT). Sigui w un paragraf de Gauss. Si w és realitzable al pla, ales-
hores:

(a) L’algoritme Alg(Sf(w)) dona una orientacio de les arestes, o, tal que
Mv(Sf(w), o) és un mapa pla.

(b) Sirecorrem les arestes del graf dirigit 4-regular Mv (Sf(w),0) seguint I'ares-
ta sortint que estd «just davant» i registrem els vértexs pels quals passem,
aleshores recuperem w. Es a dir, el mapa Mv(Sf(w), o) representa w.

Si w no és realitzable, aleshores el mapa Mv(Sf(w), o) no és pla.

Hi ha un algoritme que, en temps lineal en el nombre simbols de w, respon
si w és realitzable al pla o no. A més, dona una representacio plana en cas
afirmatiu.
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DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 16. Per tal de veure (a) i (b) quan w és realit-
zable al pla, és suficient de veure (a). Efectivament, si tenim (a), aleshores
Mv(Sf(w), o) és una realitzaci6 plana de w degut a la definicié 12 i I'observa-
ci6 13. Aixi doncs, vegem ara que, si w és realitzable al pla, aleshores (a) se
satisfa.

Sigui Q el mapa induit per una representacié plana de w. Com ja hem vist
a 'observaci6é 13, podem construir ) usant una orientacié o de les arestes
de Sf(w). Si veiem que l'orientacié o induida per Q pot ser replicada per
I’algoritme, la proposicio 15, part (b) completa I'argument.

Per la darrera propietat de la proposicié 14, qualsevol immersio plana que
realitza w és tal que qualsevol vertex que no sigui de tall a Sf(w) és una cara.
En particular, podem escollir una immersié plana que realitza w, denotada
per Q, de tal manera que el vertex que no és de tall vy triat per 'algoritme és
una cara exterior de Q i esta orientat antihorariament (seguint 1’orientaci6 de
les arestes de Q).

La planaritat de QO indueix una orientacié horaria/antihoraria als cercles
de Seifert (segons l'orientaci6 de les arestes induida per w i l'orientaci6 posi-
tiva del pla), i una relaci6é d’interior/exterior entre dos cercles de Seifert, pel
fet de ser corbes tancades al pla que no es tallen entre elles. Usant la part (e)
de la proposici6 14, S, és un graf planar per a tot vertex de tall v de Sf(w).
Encara més; per la segona part de I'afirmacio6 1, juntament amb I'argument just
posterior a la prova de I'afirmacié 1, podem concloure que Q indueix un mapa
pla per a tots els Sy, on v és un vertex de tall de Sf(w) o v = vq. Llavors, tenim
les segiients relacions entre Q, Sf(w) i els mapes plans induits per Q a Sy:

1. Si ¢ és un cercle de Seifert que comparteix un punt de tall amb v a w
(v ic sén adjacents a Sf(w)), i ¢ és a I'interior/exterior de v a Q, aleshores
¢ és a l'interior/exterior de v a la immersi6 plana de S, induida per Q.
Aquest fet es pot veure a través dels arguments de I’afirmacio6 1.

Aix0 també succeeix amb la uni6é de blocs 2-connexos que conté c, B,
a Sf(w) \ v: tots els cercles de B \ v so6n a I'interior/exterior de v a Q sii
només si son a l'interior/exterior de v a Sy.

2. Tots els cercles son a 'interior de vy. Aix0 passa a tot S, i també a Q ja
que vq defineix la cara exterior de Q.

3. Si dos cercles de Seifert adjacents a Sf(w) pertanyen al mateix bloc 2-con-
nex de Sf(w), i cap d’ells és el cercle més proper a vy del bloc 2-connex,
aleshores cadascun és a I'’exterior de l'altre a Q.

Altrament, podem usar un argument similar al de I'tltima part de la
proposicié 14 afegint el fet que v és a I’exterior de tots els cercles de
Seifert.

Amb aquests fets veiem que la relacié interior/exterior a Q de dos cercles de
Seifert adjacents queda ben reflectida als mapes plans dels S, de Sf(w) que Q
indueix: o bé en sabem informaci6 directa pel fet de ser vei d'un punt de tall,
0 bé en propaguem la informaci6 a través del bloc 2-connex sabent que s6n
exteriors dos a dos.
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Amb aquests fets, vegem inductivament que la coloraci6 induida per I’algo-
ritme és tal que

c té l'orientaci6 horaria/antihoraria a Q
si i només si I’algoritme acoloreix ¢ amb el color 0/1.

Aquesta condici6 és certa per a vg. Suposem que v té aquesta propietat i
vegem queé podem dir de S,. Si ¢ és vei de v, aleshores usem les parts 1
i 2 anteriors per obtenir la taula 3; a la cinquena columna veiem que I'algo-
ritme Alg(Sf(w)) produeix 'ordenacié de les arestes al mapa dirigit Sf(w)
coincident amb la que indueix Q via definici6 11.

Or. v a Q/Color. cint./ext.a v aQ/S,| = Or.decaQ Coloracio = Or. {c,v}
de v per Alg() de ¢ per Alg() a Sf(w)
antihoraria /1 c a l'interior de v ¢ antihoraria 1 devac
antihoraria /1 c a l'exterior de v ¢ horaria 0 decav

horaria /0 c a l'interior de v ¢ horaria 0 decav
horaria /0 c a l’exterior de v ¢ antihoraria 1 devac

TAULA 3: La primera columna i la segona impliquen la tercera i la quarta.
La primera i la quarta, juntament amb el fet que v és el pare de c,
impliquen la cinquena.

Si usem la part 3 concloem que la coloraci6 a la resta de blocs 2-connexos
també és la correcta ja que la coloraci6é es propaga, canviant el color, segons
la distancia creixent a v sabent que el vértex sempre és exterior a un de ja
acolorit que no és v. Observem que en aquests casos els colors son diferents
entre les arestes i, per tant, no cal usar el desempat pare/fill a I’hora de decidir
la direcci6 de I'aresta.

En aquest punt notem que aixo demostra la proposicié 15, part (d). Efec-
tivament, la coloraci6 alternada segons la distancia dins de la component
2-connexa, deixant de banda v, esta ben definida degut al fet que dos cercles,
llevat de v, han de ser matuament exteriors; aquest fet implica que I'orientaci6é
dels cicles s’alterna segons la paritat de la distancia amb v. A aquest fet hem
d’afegir que tots els veins de v del mateix bloc 2-connex so6n a la mateixa banda
i, per tant, tots tenen la mateixa orientaci6, cosa que fa que el bloc sigui bipartit.
Si tots els blocs 2-connexos sén bipartits, aleshores el graf també ho és.

Aixi doncs, 'argument inductiu esbossat al paragraf anterior ens mostra
que hi ha una orientaci6 o de les arestes de Sf(w) que I’algoritme pot donar
com a resposta, i que és tal que Q = Mv(Sf(w), o). Aixo finalitza I’argument
de la implicaci6 d’esquerra a dreta.

Alg(w) dona una orientaci6 de les arestes de Sf(w) per la proposicié 15.
L’observaci6 13 ens permet concloure que per a tota orientacio o de les arestes
de Sf(w), Mv(Sf(w), o) dona una representacié de w en alguna superficie. Si
Q no és representable, aleshores cap o fara que Mv(Sf(w), o) sigui pla. Aixo
conclou la segona part del teorema.
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El cost d’obtenir Sf(w) a partir de w és lineal en el nombre de simbols de .
Usant la proposicié 15, part (c), si w és realitzable al pla, I’'algoritme aplicat
a Sf(w) dona una orientaci6 de les arestes o en temps lineal en el nombre
d’arestes. Aix0 és el nombre de simbols de w. El mapa Mv(Sf(w), o) es pot
trobar en temps lineal al nombre d’arestes, que és lineal en |w]|. Calcular el
nombre de cares de Mv(Sf(w), o) també és lineal en el nombre d’arestes i, per
tant, podem donar una resposta afirmativa i donar una representaci6 plana en
temps lineal si w és representable.!? L’algoritme es pot modificar lleugerament
per donar, en cas que el graf S, no sigui planar, un dibuix pla on el cicle v no
té cap tall, i fer-ho en temps lineal en el nombre d’arestes de S,,. Aixi, usem
la féormula d’Euler per veure que el mapa Mv(Sf(w), o) no és pla. Tot aixo ho
podem fer en temps lineal en |w]. O

5.4 Un altre resultat de caracteritzacio

Si N és un mapa bipartit amb A i B com a conjunts de vertexs estables amb
V(N) = A U B, aleshores diem que N’ és el mapa mig girat de N si:

e La permutacio6 ciclica dels dards al voltant dels vértexs v de B és T, (la
mateixa que a N).

 La permutacio dels dards al voltant dels vértexs v de A és T, ! (la inversa
de la de N).

Amb aquesta definici6 podem usar els resultats i arguments anteriors per
obtenir la caracteritzaci6 segiient:

TEOREMA 17 (CARACTERITZACIO DELS CODIS DE GAUSS USANT CERCLES DE
SEIFERT). Sigui w un paragraf de Gauss i M = Sf(w) el seu mapa de Seifert.
Aleshores,

w és un paragraf de Gauss representable al pla

si i nomeés si:
(a) Per a totv, S, definit al pas 4 de Alg(-) és un graf planar.

(b) El graf subjacent a M és bipartit.

(c) Per a tot bloc 2-connex N de M, el mapa N', obtingut després de mig girar
el submapa N, és pla.

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 17. D’esquerra a dreta. Les parts (b) i (a) corres-
ponen, respectivament, a les parts (d) i (e) de la proposici6 15.

Per veure la part (c), usem Alg(w) per obtenir una representacio plana de w.
Denotem per ) aquesta representacio. Observant la part 3 a la demostracio del
teorema 16, juntament amb la part (d) de la proposicié 14 i la interpretaci6
de la coloraci6 {0,1} de I’algoritme als cercles de Seifert (que coincideix amb
I'orientaci6 horaria/antihoraria usant la taula 3), tenim que els cercles de

12 Hem suposat que, des del caracter d’un paragraf, podem accedir a totes les copies del caracter
en temps constant, aixi com als seus veinatges de mida 4. Aixo també passa als mapes ti T d'un
mapa a I'’hora de calcular les cares o Mv(Sf(w), o).
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Seifert a Q segueixen I'orientacié horaria/antihoraria segons la coloracié {0, 1}
atorgada per Alg(w). Denotem per Qy el submapa de Q on hem eliminat
els punts de tall de w no continguts en algun cercle de Seifert de N i totes
les arestes de Q) incidents a aquests vértexs. A Qu, cada cercle de Seifert
de N defineix una cara on no hi ha altres punts de tall de Qn (aqui usem la
part 3 de la demostracié del teorema 16). Llavors, si posem un vertex a cada
cara de Qy definida per un cercle de Seifert de N i 'unim amb els punts de
tall del corresponent cercle de Seifert sense crear punts de tall (per tal que el
resultat sigui un altre mapa pla), obtenim un mapa pla Qy, on els punts de tall
originals tenen grau sis. Si a Q) eliminem les arestes de Qy;, aleshores obtenim
un mapa pla Qy on els punts de tall de w tenen grau dos. Si a Q) convertim
els camins que contenen els punts de tall de w (ara tenen ordre dos) en arestes,
obtenim precisament el mapa mig girat de N, que és, doncs, pla.

A continuacié demostrarem que (a) + (b) + (c) implica que w és realitzable
al pla. Triem v un cercle de Seifert que no sigui un vertex de tall a M, el
definim com a cara exterior, i donem mapes plans per tot S, (els S, sén planars
per (a) seguint les directrius de Alg(-); aixo és, el vertex de S, que conté vg és a
I'exterior de v. Construim el mapa que realitza w «enganxant» els mapes plans
associats als mapes mig girats dels blocs 2-connexos; els enganxem seguint
I'ordre proporcionat per la distancia (a I'arbre de components 2-connexes de M)
entre el bloc en qiiestio i el que conté vy.

Assignem colors {0, 1} als vertexs seguint Alg(M). Per (b) podem definir el
mapa mig girat de cada bloc 2-connex N. Per (c) els mig girem i hi trobem
el mapa pla N'. Denotem per N’ el mapa creat a partir de N’ subdividint les
arestes de N’, afegint arestes dirigides segons I'orientacio ciclica de les arestes
al voltant dels vertexs de N entre els nous vertexs (cada vertex de N genera
un cicle dirigit, el que sera el cercle de Seifert corresponent), i eliminant les
arestes i els vertexs de N; aquesta operaci6é crea un nou mapa pla on cada cicle
afegit defineix una cara on hi ha un Unic vertex original de N.

A N” podem dibuixar el cicles de tal manera que segueixin 1'orientaci6
indicada per la coloraci6 {0,1} de Alg(-). Efectivament, tots els cicles que no
son v o bé tenen tots la mateixa orientaci6é antihoraria/horariaa N'"ila 1/0
de Alg(-), o bé tots les tenen diferents (degut a (b), a 'operacié de capgirar N
cap a N’, i a la manera en qué hem creat N’ a partir de N’). En cas que la
tinguin diferent, podem «veure el pla des de sota» i aixo inverteix ’orientacio
horaria/antihoraria dels cercles. Finalment, si v té una orientaci6é diferent a N”’
que I'assignada per l'algoritme, aleshores Alg(w) el colora igual que els seus
veins, i N és a l'interior de v. Aixi doncs, determinem que la cara associada a v
és la cara exterior i modifiquem el dibuix de N’ de manera que només canvii
I'orientaci6 horaria/antihoraria del cicle associat a v (ja que I’anterior cara
exterior no estava associada a cap cercle de Seifert, usem v per «embolcallar»
o encerclar la resta de N”’). Usem, doncs, v per «enganxar» N a la resta del
mapa trobat anteriorment. Donat que S, és planar, aixo no crea cap nou tall, i
el mapa on el bloc 2-connex N s’ha afegit continua essent pla.

Aixi doncs, obtenim una representacio plana de w. ]
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5.5 Demostracio de la proposicio 15

Part (d). L’hem vist a la demostracié del teorema 16.

Part (a). L’algoritme assigna un vertex com a arrel del graf i un pare indepen-
dentment de si M és bipartit o S, és planar, per a tot v. L’orientaci6 de cada
aresta queda determinada per com hem triat 'arrel, pel color dels vertexs, i el
color del pare.

Part (e). Usem I'afirmaci6 seglient:

AFIRMACIO 1. Sigui o una orientacio de les arestes de M, v un veértex de M i
Sy el graf definit al pas 4. SiMv(M, o) és un mapa en una superficie orientable
de génere k, aleshores el graf S, té génere orientable < k.'3

Addicionalment, si Mv(M, o) és pla, aleshores Mv(M, o) defineix un mapa
pla per a qualsevol S,,.

DEMOSTRACIO DE L’AFIRMACIO 1. Denotem per G el graf 4-regular subjacent
al mapa orientat Mv(M, o), i denotem per (di,...,d;) la rotaci6 de dards
associada a v a M. A Gq aquesta rotacio associada a v indueix un circuit tancat
format pel conjunt de vertexs ordenats ({d1, t(dy)}, {dz,t(d2)},...,{d¢, 1(ds)})
(sén els vertexs corresponents als simbols d'un cercle de Seifert de w, i aquests
son independents de la signatura de w per 'observaci6é 13). Si v no té cap llac,
aleshores el circuit és un cicle en t vértexs.

Denotem per G; el graf obtingut de Gy subdividint un cop l'aresta del
circuit tancat induit per v a Go: per a cada i € [1,t], indexs modul £, I'ares-
ta de {d;,t(d;)} a {dii1,t(di+1)} és substituida per un cami de 3 vertexs
({di, (di)},ui, {dis1,1(disr1)}), on ui és un nou vertex. Del mapa Mv(M, o) ob-
tenim Mv(M, ), una immersi6 de G; a la mateixa superficie que Mv(M, o), ja
que podem considerar que el vértex u; és un punt a l'aresta de {d;, t(d;)}
aidis1, U(dis1)}.

Sigui G el graf derivat de G afegint I'aresta e; entre u; i u;. peracadai €
[1,t], indexs modul t. A Mv(M, o), I'aresta de {d;, 1(d;)} a {dis1,t(dis1)},
i 'aresta de {d;.1,t(dis+1)} a {dis2,t(dii2)} sO6n consecutives a 1'orientacio
ciclica al voltant del vértex {d;.1,t(d;i+1)} (vegeu la definicié 12). Aixi doncs,
sOn arestes consecutives en una cara de Mv(M, o). Aixo implica que podem
afegir 'aresta e; al mapa Mv(M, o)’ per tal de crear un mapa Mv(M, o)’ que
és la immersio de G» a la mateixa superficie que Mv(M, o). Consegilientment,
el genere de G, és com a maxim el genere de Mv(M, o).

Denotem per G3 el graf obtingut d’eliminar, per a cada i € [1,t], I'aresta
de u; a {dii1,t(di+1)} a G2. Denotem per G4 el graf obtingut de G3 després de
contraure totes les arestes no incidents als vertexs {u}e[1,]- Llavors tenim que
Sv = Gy, i, per tant, podem immergir S, a la mateixa superficie que Mv(M, o)

13 El génere d'un graf I és el minim genere d'una superficie orientable on I' es pot immergir
(per tant, sense talls entre les arestes) o, equivalentment, el minim genere entre la collecci6 de
mapes que tenen I' com a graf subjacent.
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o alguna de génere menor (ja que G4 és un menor de G»).!* Aixo implica les
dues parts de I'afirmacio. O

Donat que les operacions Mv i Sf son invertibles per 1'observacié 13, el mapa
pla Q del paragraf de Gauss w indueix una orientacié o a les arestes de Sf(w)
per la qual Mv(Sf(w), o) és un mapa dirigit pla. Per tant, I’afirmaci6 1 demostra
que tot S, és un graf planar.

Part (b). Es una prova bastant técnica. Es pot trobar completa a [38, lema 3.3].
Podem resumir-la dient que podem, ordenadament, fer petits canvis a les
immersions planes, que ens porten d'una immersié plana a I'altra. Els canvis
venen indicats per les diferents immersions planes de S,. Vegeu la figura 16
per observar la naturalesa dels canvis que fem i les conseqiiéncies que tenen
a Mv(Sf(w, 0)).

J:\ J5:\

... Mantenim planaritat .-

“.., Caral

FIGURA 16: Dalt: diferents possibles immersions planes de S, i com es
transformen I'una en I’altra. Baix esquerra/dreta: representacié amb B,
B, i B3 dins/forade v a S,.

14 El graf G és un menor del graf H si podem obtenir G mitjancant una seqiiéncia d’operacions
d’eliminaci6 d’arestes i de vértexs o de contracci6 d’arestes, les quals es poden dur a terme en
un graf immers en una superficie sense augmentar-ne el génere (vegeu [37, p. 463]).
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Part (c). Assumim que podem construir una estructura de dades en la qual
podem visitar un vei concret d’'un vértex de M en temps constant. El nombre de
components connexes de M es pot obtenir en temps lineal en el nombre
de |V(M)| + |E(M)| usant una cerca en profunditat (vegeu, per exemple, el
treball de Hopcroft i Tarjan [22, figura 1]). Donar un ordre total arbitrari a
les arestes i vertexs de M ho podem fer en un nombre lineal d’operacions
en |[E(M)| + |V(M)|. Comprovar que el graf és bipartit també té un cost lineal
ja que el nombre d’arestes és lineal. El calcul de la descomposicié en blocs
2-connexos de M, aixi com el conjunt de punts de tall, es pot realitzar en temps
lineal en el nombre de |V (M)| + |E(M)| (vegeu Hopcroft i Tarjan [22, figura 2]).

Sigui W = Uy detalla M o v,V (Sv) el conjunt de tots els vertexs de §,. Cada
aresta de M genera, com a molt, dos vertexs a W. Usem [23] per determinar
si cada S, és planar i trobar-ne una immersio en temps lineal en |W|. Si
algun S, no és planar, usem (e) per determinar que w no és representable
al pla i I'algoritme acaba en temps lineal. Si tot S, és pla, en tenim immersions
planes en temps lineal en |E(M)|, aix0 assigna un pare a cada vertex de M
i l'orientacio de les arestes de M en temps lineal; amb aquesta orientaci6é o
trobem el mapa orientat Mv(M, o) (que representa w) i en determinem la seva
planaritat en temps lineal. Usant (b), (c) i la primera part del teorema 16, si w
és representable al pla, Mv(M, o) és plail’algoritme dona una representacio
plana de w en temps lineal en |E(M)| + |V (M)]|.

FIGURA 17: Correspondencia entre I'orientacio ciclica de les arestes cap
a2, 3,4, 5 al voltant del punt de tall 1 en la representaci6 de w iles
immersions planes de S, .

6 Girant la tercera cantonada

Hem vist que, tant si desfem el nus girant sempre cap a l’altra aresta en el
mateix sentit com si girem sempre cap a I’aresta en sentit contrari, podem
obtenir una caracteritzacio dels codis de Gauss representables al pla.

Com a curiositat, fem notar que la figura 18 ja apareix en els treballs
complets de Gauss, concretament a la pagina 274 de [16], vuit pagines abans
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de la nota on es presenta el problema en detall i dues pagines després de la
primera menci6 que se’n fa. En aquesta figura apareixen els cercles de Seifert
d’'un nus; com hem vist, una estructura fonamental en teoria de nusos i que
ens porta a la segona caracteritzacio.

FIGURA 18: Cicles de Seifert en els treballs complets de Gauss. (Reprduit
a[16].)

En particular, els cercles de Seifert representats a la figura 18 son els cercles
de Seifert del codi de Gauss

{1,8},{2,9},{10,19}, {11,163}, {5,12}, {13, 22}, {7,14}, {13, 20},
{11,16},{4,17}, {3,18},{10,19}, {13, 20}, {6,21},{13, 21},
{1,8},{2,9},{3,18},{4,17}, {5,12},{6,21}, {7,14}.

Aixi doncs, podem dir que la caracteritzacié també es pot descobrir girant
les pagines de llibre de les obres completes de Gauss; en altres paraules, la
resposta es trobava, materialment, en girar la cantonada!
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